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Giris



Buffon'un ignesi



Ornek: Buffon'un ignesi

Esit aralikli (1 cm) paralel ¢izgileri olan bir masaya 1 cm'lik bir igne rastgele
atiliyor.

ignenin masadaki cizgilerden birini kesmesi ihtimali nedir?




Ornek: Buffon'un ignesi

Bu olasilik kesin olarak hesaplanabilir:
> ignenin ortasinin en yakin cizgiye uzakhg d olsun.
> ignenin cizgilerle yaptig kiigiik a1 6 € (0, 7/2) olsun.

ignenin cizgilerden birini kesmesi su sartla olur:

d 1
snd < > (1)
0.41 d > sin(6)/2 1
03} .
© 02} d <sin(6)/2 i
0.1} .
% 05 1 15



Ornek: Buffon'un ignesi

0.4r d'> sin(8)/2 1
03f 1
© .
0.2+ d < sin(0)/2 1
01t 1
0 ‘
0 05 1 15

d,0 bagimsiz ve d € [0,1/2] ve € [0, 7/2] arasinda homojen dagilir:
2, (d,0)€0,1/2] x [0,7/2
ooy |5 @012 0.7/
0, else

={(d,0):d/sinf <1/2} ={(d,0) : d <sinf/2} kiimesi, figiirdeki egrinin
a|t|ndak| alana karsilik gelir. X = (d, 6) dersek, bu kiimenin olasiligi

P(X € A) / pr@drd@—f
A ™



Ornek: Buffon'un ignesi - Monte Carlo yaklasimi

P(X € A)'1 yaklasik hesaplamak icin Monte Carlo deneyi:
X0 = (d(i), Q(i)), i=1,..., N ornekleri iiretilir:
d? ~ Unif(0,1/2), 6% ~ Unif(0, 7/2),

P(X € A) olasihg asagidaki gibi kestirilir:
P(X € A) ~ Z]IA(X

=5 Z]I ) < sin(07)/2)



Ornek: Buffon'un ignesi - Monte Carlo yaklasimi

N = 100 atis ve karsilik geldikleri d, 6 degereri.

05, Buffon's needle, N = 100. The estimated prob is 0.6700. True value is 0.6366
04f .
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Ornek: Buffon'un ignesi - Monte Carlo yaklasimi

Biiyiik sayilar kanunu N arttik¢a kestirimin 2/7'ye yaklastigini 6ngoriir.

05

Buffon's needle, N = 1000. The estimated prob is 0.6590. True value is 0.6366

-
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Buffon's needle, N = 10000. The estimated
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7'nin kestirimi
m ile P(X € A) arasindaki iliski:

__2
P(X € A)’

m =

7'nin Monte Carlo kestirimi:
N
Zf\':l I(d®) < sin(6(1)/2)
toplam nokta sayisi
kirmizi nokta sayisi
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Orneklerin ortalamasi



Orneklerin Ortalamasi

Bir X ¢ R%, d, > 1 kiimesinden N > 1 tane rassal érnek verilmis olsun:
X xM,

Orneklerin bagimsiz ve 6zdes dagilimli oldugunu ve 7 olasilik dagilimindan

geldigini varsayalim:

ii.d.
X]_,...,XN ~ T

Ayrica 7 dagilimi bilinmiyor olsun.



'ye gore ortalama deger

X'in 7 dagiimina gore beklentisini X*") rneklerini kullanarak yaklasik olarak
nasil hesaplayabiliriz?

m(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ise:

]EW(X):/XXW(X)CIX.

m(x) olasilik kiitle fonksiyonu ve X, x1, x2, ... degerlerini aliyorsa:

Er(X) = me(x,-).

Makul bir kestirim:



Genel fonksiyonlarin beklenti degeri

Simdi de ¢ : X — R fonksiyonunun 7'ye gore beklentisini inceleyelim.

m(9) = Ex(p(X)) = /X () (x)dx.

Ornek: o(x) = x?, ¢(x) = log x, vs.

©(X) = X bizi ilk probleme geri gétiiriir.



Bir kiimenin olasilig

A C X seklinde bir kiime verilmis olsun.
m(A) :=P(X € A)

isaret fonksiyonu: Ta : X — {0,1}

1, xeA
HA(X)_{O xd A

Ustteki olasilik ¢ = 14 fonksiyonunun beklenti degeri olur:

EW(]IA(X))Z/X]IA(X)W(X)C/X

= /A7r(x)dx

=P(X € A).

Bu olasiliga érnekler kullanilarak
L
~ ()
P(X € A) = N 21 Ta(XY").

seklinde yaklasilabilir.



Monte Carlo



Monte Carlo: Ana fikir

Simdi su senaryoyu diisiinelim: 7 dagilimini biliyoruz, ama 7'den gelen
orneklerimiz yok.

> 7'den istedigimiz kadar bagimsiz drnek iiretebiliyoruz.

> 7(¢)'yi hesaplayamiyoruz.

Bu durumda 7(p)’ye nasil yaklasilabilir?

Eger XD XM 7 Srneklerini kendimiz iiretirsek, ilk probleme geri
doneriz.

Bu basit fikir, Monte Carlo yontemlerinin ana fikridir.



Monte Carlo'nun gerekcelendirilmesi - yansizlik

7() nin Monte Carlo kestirimini ¢ () ile gosterelim:
e ()= N ZS"(X

Herhangi bir N > 1 icin, mc()'nin beklenti degeri:

E (nfic(¢)) =E (,b iw(X(f))) :

I
}
1=
=
%

= 3 VE=((X))
= Ex(¢(X)) = 7(9)-

Ancak, yansizlik tek basina yeterli bir &zellik degildir.



Monte Carlo'nun gerekcelendirilmesi - Biiyiik sayilar kanunu

7l'MC ()= N ZS@(X

Biiyiik sayilar kanunu: Eger |m()| < oo ise mhuc () nin 7(y)'ye yakinsar:

muc(p) I3 7(p), as N — oo.



Monte Carlo'nun gerekcelendirilmesi - Merkezi limit teoremi

7w () 'nin varyansi:

V [mihe()] = N22V [(X)] = V= 0]

Buradan, V, [¢(X)] sonlu oldugu siirece e () nin dogrulugunun N ile arttigi
soylenebilir.

Merkezi limit teoremi: Eger V, [p(X)] < oo ise

VN [fic(@) = 7(2)] 5 N (0, Vo [p(X)]) a5 N = ox.



Monte Carlo gerekgelendirilmesi - Deterministik integraller

() nin hesaplanmasi igin bir takim belirlemeci integral teknikleri de vardir;
Ancak bu teknikler X'in boyutu d, biiyiidiikce kotiilesir.
Monte Carlo yaklagiminin basarimi dx'ten bagimsizdir.

V [atic()] = 1 Va [o(X)].



lleri yontemlere ihtiyac

(Gogu problemde, tek sorun integralin alinamazhg degil.
» 7'den drnekleme yapmak homojen dagihm kadar kolay olmayabilir.

Bunun icin bir takim kesin drnekleme yontemleri gelistirilmistir. Ornek:
tersini alma ydntemi, reddetme drneklemesi, kompozisyon, vs

> 7'den drnekleme yapmak imkansiz olabilir.

Ornek: Bayesci cikarimdaki sonsal dagilim: X bilinmeyen degiskenininin
Y = y verisi verildigindeki sonsal dagilimi

) = pein(xly) = PXCPvix(X)  pxv(x,y)
(x) = PXIY( l¥) fpx(x’)py|x(y|x’)dx’ fpx,y(X/,y)dX/

o px(X)pyx(y1x)

Bu tiir dagilimlardan yaklasik 6rnekler elde etmek icin yazinda bir ¢ok
yontem var, érn: Markov zinciri Monte Carlo, Sirali Monte Carlo, vs.



Kesin ornekleme yontemleri



So6zde-rassal sayi

Cikis noktasi olarak, bilgisayarimizin homojen dagilimdan &rnekler iiretebildigini
varsayacagiz.

U ~ Unif(0,1)
Bu iiretilen sayilar belirlenimci yontemlerle iretilir; bu sebeple bu sayilara
sbzde-rassal sayi denir.

Soru: Elimizde Unif(0, 1) dagilimindan gelen sayilar olsun. Bu sayilari
kullanarak herhangi bir 7 dagilimindan nasil drnek iiretebiliriz?



Tersini alma yontemi



Tersini alma yontemi

X ~ m rassal degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu:

F(x)=P(X <x), x€eR.

F'nin genellestirilmis tersi:

G(u) :=inf{x € X : F(x) > u}.

Homojen dagilmis sayilar ve G kullanilarak X ~ 7 elde edilebilir.

U ~ Unif(0,1) = G(U) ~



Tersini alma yontemi

F'nin genellestirilmis tersi:

G(u) :=inf{x € X : F(x) > u}.

X ayrik ise ve x1, x2, ... degerlerini aliyorsa:

G(u)=xi+, i"=min{i:F(x)>u} < F(x-_1) < u< F(x+)

X siirekli ise ve 7(x) > 0 seklinde bir olasilik yogunluk fonksiyonu varsa (F'te
sicrama ve diiz alanlar yok), F monoton artandir ve tersi G = F~* alinabilir.

G(u) = F'(u)



Ornek: Ussel dagilim
X ~ Exp(A), A > 0, olasilik yogunluk dagilimi

0, else 0,

Ae M > e Mdt =1 — e
ﬂ(X):{ ¢ x707 u:F(X):{fo € €

Exp(1) : sampling via the method of inversion

0.8

06

0.4

02

pdf
cdf

x>0
else

O halde, Exp(A)'dan U ~ Unif(0,1) ve X = —log(1 — U)/X seklinde &rnek

liretebiliriz.



Ornek: Geometrik dagilim

X ~ Geo(p), olasilik kiitle fonksiyonu

a(x)=(1-p)p, x=012..., Fx)=1-(1-p)"

12 Geo(0.3): ling via the method of inversion
—% pmf
4L — cdf
—t—
08 B
’ *—o
u Pe—y
06 4
*—
04 B
O
02r g
T :
0 T * * * * *

SG(U) 4 5 6 7 8 9 10

log(1—p)

O halde, Geo(p)'dan U ~ Unif(0,1) ve X = P°g(1_u) - 1—‘ seklinde 6rnek

tiretilebilir.



Doniistiirme yontemi



Doniistiirme yontemi: basit durum

Tersini alma yontemi U'dan X = G(U)'ya bir gesit doniistiirme olarak
goriilebilir.

Daha genel olarak, uygun bir g fonksiyonuyla bir dagilimdan digerine gecilebilir.
Basit 6rnek: X ~ Unif(a, b) iiretmek icin, U ~ Unif(0, 1) iiretip U'yu

X =g(U):=(b—a)U+ a.

seklinde déniistiirebiliriz.



Doniistiirme yontemi: genel

Elimizde olasilik yogunluk fonksiyonu px(x) olan m boyutlu X € X C R™ rassal
degiskeni olsun.

Tersi alinabilir bir g : X — Y C R"™ kullanarak X'i déniistiirelim:
Y=(Y1,...,Ym) =g(Xe,..., Xm)

Soru: Y'nin olasilik yogunluk dagilimi py(y) ne olur?

y=1,---,¥m) = g(x1,-..,xm) kullanarak, Jakobian"i tanimlayalim

Ox1/0yr ... Ox1/0Ym

-1
J(y) = det M = detax = detM — det

dy dy O(y1s- -+ ym) ' - :
' Oxm/Oy1 ... OXm/OYm

Y'nin olasilik yogunluk fonsiyonu:

pr(y) == px(g *(y)) [J(y)|



Uygulama: N(0,1) icin Box-Muller yontemi

Standart Gauss dagilimi (normal dagilim) A/(0,1)"in olasilik yogunluk
fonksiyonu

1 A ()2
d’(X;MaU):We 220k

Kiimilatif dagilim fonksiyonunun tersini almak kolay degil. Alternatif olarak,
déniistiirme kullanacagiz

ik 6nce
R ~ Exp(1/2), © ~ Unif(0,2r).
uretilir, sonra
X1 = VRcos(©), Xa=VRsin(©)

déniisiimii ile X1, X2 "% A7(0,1) elde edilir.



Box-Muller yontemi: Kanit

Bu yontem dogrudan degiskenlerin donistiiriilmesine dayanir:
(R,©) = (X? + X3, arctan(X2/X1)))

Jakobian'in (r,0) = (xZ + x3, arctan(x2/x1))'deki degeri

2x: 2x:
J(r,0) = Or/0x1  Or/dx _ 2 o 2x2 Ll=2
90/0x1 00/0x2| | Tia/mRE 32 Tioe/mEn

(X1, X2)'nin olasilik yogunluk fonksiyonu, formiilii kullanarak,

Pxy X2 (X1, x2) = pr(r)pe(0)|J(r,6)|
= pr(x} + X3 )pe(arctan(xz/x1))|J(r, 0)]

1 -teded) 1,

- Ee 2
1 _1,.2 1 _1.2
= ——e 21 __p 272
V2 V2T

= ¢(x1;0,1)¢(x2;0,1)

olarak bulunabilir, ki bu da iki Gauss dagiliminin ¢arpimi oldugu igin
X1, Xo "R N(0,1) oldugu gbriiliir.



Cokdegiskenli Gauss dagilim

n x 1 boyutlu ¢ok degiskenli Gauss dagilimini X ~ N'(u, X) seklinde gosterelim.

u =E(X), nx 1 ortalama vektoriidiir.
¥ = Cov(X) = B[(X — (X — )]

ise n X n simetrik ve kesin arti kovaryansa matrisidir. Bu matrisin (i, j)'inci
elemani

i = Cov(X;, X;) = E[(Xi — pui)(Xj — ;)] = E(XiX;) — pipyj

Olasilik yogunluk fonksiyonu
Bxi 1, %) = exp | =2 0= ) T x - )

Burada, | - | determinanti simgeler.



Cokdegiskenli Gauss dagilimi
Varsayalim ki X = (X1, ..., Xs)" ~ N (u, ) olsun.

Kertesi m < n olan m x n bir matris ve bir m x 1 n vektoriinii kullanarak X'i
Y = AX 4+ 7

seklinde doniistiirelim.

Y, X'in dogrusal doniistiiriilmiis hali oldugu icin Y de Gauss dagilimina
sahiptir.
E(Y) =E(AX + 1)
= AE(X) + 17
= A+
Cov(Y) = E([Y —E()][Y —E(Y)]")

= E([AX + 71— (A + n)[AX + 0 — (Au+1)]")

= E(AX — p)(X — ) TAT) = ACov(X)AT

= ATAT

Sonug olarak, Y ~ N (Ap + n, ALAT) yazabiliriz.



Cokdegiskenli Gauss dagilimi: ornekleme

n x 1 boyutlu u vektdrii ve n x n kesin arti X matrisi verildiginde, X ~ N (u, X)
nasil iretilir?

Once Ry,..., R, NS N(0,1) iretilir bdylece
R=(Ru,...,Rs) ~N(On, In)

saglanmis olur.
Sonra, Cholesky ayristirmasi kullanilarak

Y = AAT
esitligini saglayan A matrisi bulunur.

Son olarak
X=AR+pu

degiskeni iiretilir.



Birlestirme yontemi



Birlestirme yontemi: Siradiizenli modeller

Z kiimesinden deger alan ve Z ~ «a(-) rassal degiskenimiz olsun.
Z = z verildiginde X|Z = z ~ p,(-) olsun.
Bu durumda, X ~ P’in marginal (tekil) dagilimi bir karisim dagilimidir.

(x) [ pz(x)a(z)dz,  a(z) olasilik yogunluk fonksiyonu ise
m =
>, P(x)a(z)dz, «a(z) olasilik kiitle fonksiyonu ise

X ~ 7 nasil uretilebilir?



Birlestirme yontemi

X ~ 7 nasil uretilebilir?

(x) = {fpz(x)a(z)dz, a(z) olasilik yogunluk fonksiyonu ise
>, p(x)a(z)dz, a(z) olasilik kiitle fonksiyonu ise
Dogrudan P'den drnekleme ¢ok zor olabilir, ancak I ve P,'den érnekleme
yapmak kolaysa, birlestirme ydntemi kullanilabilir:
1. Z ~ of-) retilir,
2. X ~ pz(-), uretilir
3. Z atilir ve X tutulur.

Bu sekilde iiretilen X kesin olarak 7'den gelir.



Ornek: Karisim Gauss dagilimi

K bileseni olan, bilesenlerinin

> ortalama degerleri ve varyanslar: (u1,0%),. .., (uk,0%)
> karisimdaki olasilik agirhklart wy, ..., wx (w1 + -+ 4+ wx = 1 olacak
sekilde)

olan karnisim Gauss dagiliminin yogunluk fonksiyonu

m(x) = Z Wie(X; bk, %)

k=1
Bu dagilimdan &rnekleme yapmak icin
1. wy olasilikla k dretilir,
2. X ~ N(pk,op) iiretilir,
3. k atilir ve X tutulur.



Ornek: Mahremiyet gozeten veri paylasimi

Bir sirket D olan aylik talep miktarini mahremiyet sebebiyle giiriiltii olarak X
seklinde paylasiyor.

Paylagilan X'in dagilimi
e\ T 1 x—d
=3[ oo (57
- !

Bu paylasim siirecinin Monte Carlo ile benzetimini yapmak istiyoruz. X ~ 7
nasil dretilir?

Toplamdaki ilk terim PO(\)'nin olasilik kiitle fonksiyonunun d'deki degeri,
digeri de Laplace(d, b)'nin olasilik dagilim fonksiyonunun x'teki degeri.

1. D ~PO(N) iretilir,
2. X ~ Laplace(D, b) iiretilir (veya V ~ Laplace(0,b) ve X = D + V.).
3. D atilir X tutulur.



Reddetme orneklemesi



Reddetme orneklemesi

Sik kullanilan bir baska yéntem.

Su sartlari saglayan bir g(x) dagilhimi gerekir.
> m(x) > 0ise g(x) > 0 olmali
> Her x € X i¢in m(x) < Mq(x)'yi saglayacak bir M > 0 olmasi.

Reddetme 6rneklemesi:
1. X'~ q() ve U ~ Unif(0, 1) dretilir.

2. UL ise X = X’ alinir; degilse 1."e geri déniiliir.

M (Xl))



Reddetme 6rneklemesi: Kabul olasilig

1. X" ~gq(-) ve U ~ Unif(0, 1) iretilir.

2. UL ise X = X’ alinir; degilse 1.'e geri déniiliir.

(X))
M (X’)’

Bir dongiide kabul etme olasiligi
P(Kabul) = /]P’(KabuI\X' = x)px+(x)dx

MC(;(?() q(x)dx

= M/W(X)dX

1
= M’ (2)

Dolayisiyla g(x)'i w(x)'e olabildigince yakin segmek ve M = sup, 7(x)/q(x)
almak makuldiir.



Reddetme 6rneklemesi: Neden calisir?

1. X'~ q(-) ve U ~ Unif(0,1) iiretilir.

2. UL A:;{gf;,)) ise X = X’ alinir; degilse 1.'e geri doniiliir.

Yodntemin dogrulugunu gostermek icin, iretilen X'in dagiliminin 7 oldugunu
gostermek gerekir.

Bayes' teoremini kullanarak,

/(x)P(Kabul| X’ = x
px(x) = pxo (xlKabut) = EXCIZEAE =)
() 37 5

1/M

= 7(x).




Ornek: Gamma dagilimi

Orneklenecek dagilim: X ~ (@, 1), @ > 1. Olasilik yogunluk fonksiyonu:

Xa—le—x

W(X):W, x> 0.

Araci dagihm olarak gx = Exp(A), 0 < X < 1, segelim.

p(x)=xe ™™, x>0.
Biitiin x € X icin 7w(x) < Mq(x)'i saglayacak M bulunmal:

7T(X) Xa—le(k—l)x

a(x) ()
x = (a—1)/(1 — X\)'de enbiyitiliir, dolayisiyla
a;l)""l o (a-1)

- Al(«)

e

alinabilir. Kabul olasilig

= () e




Ornek: Gamma dagilimi

Kabul olasihgi 1/ My, My'y1 6nceden bulmustuk:

a71>a_1 e—(a—l)

11—
Al(«)

e

Simdi de My'yi enkiiciiltecek X'y secelim. My, \* = 1/a'da enkiigiiltiilir ve
M — Oéozef(afl)
MNa)
elde edilir. Sonug olarak I'(«, 8)'dan érnekleme yapmak igin,
1. X' ~ Exp(1/a) ve U ~ Unif(0,1) drneklenir.

2. If U < (x/a) telt/amtxte—l ise X — X' alinir, degilse 1'e gidilir.



Ornek: Gamma dagilimi

for I'(2, 1) with optimal choice for A

for I'(2, 1) with different values of \

1.2
o) P
, a6 ] lambda = 0.50
. lambda = 0.10
Mq){(x) whenM =1.5M 1 lambda = 0.70 | -
08 1
0.8 1
06 1
0.6 1
04 1
0.4 1
0.2 1 02 1
o 0
o 4 6 10 0 4 6 8 10
X X
5 ing \ = 0. f ing A\ =0.01
5000 of g using 0.5 250 of P using 0.0
200
6000
g 150
$ 4000
o
8 100
2000
50
o 0
4 6 8 10 2 14 4 8 10 12



7(x) tam olarak bilinmediginde

Diyelim ki 7(x)'in sadece bilinmeyen bir sabit ¢arpanla carpilmis haldeki

degerini biliyoruz:
w(x) = $7 Z, = /%(x)dx

Reddetme 6rneklemesi, biitiin x € X icin 7(x) < Mq(x)'i saglayan bir M ile
hala uygulanabilir.

1. X'~ q() ve U ~ Unif(0,1) dretilir.

2. UL ise, X = X’ alinir; degilse 1.'e gidilir.

I
M (x'

Kabul olasiligi: -+ Zx.



7(x) tam olarak bilinmediginde: Bayesci ¢ikarim drnegi

Bilinmeyen sabit sorunu Bayesci ¢ikarimda siklikla karsimiza cikar.
Bayesci ¢ikarimda amag sonsal dagilimi bulmaktir.
Hesaplanamayan sonsal dagilimlardan érnekleme yapilabilir.

X'in Y = y verildigindeki sonsal dagilimi
m(x) = px|v(x]y) o< px(x)py|x(y[x) = 7(x)

Garpimsal (ve ¢ogunlukla hesaplanamayan) sabit:

py(y) = /Px(X)pnx(y\X)dX



Bilinmeyen sabite 6rnek: Bayesci ¢ikarim

X'in Y = y verildigindeki sonsal dagilimi
x|y (x]y) o< px(x)py x(y[x)

GCarpimsal (ve ¢ogunlukla hesaplanamayan) sabit:

pr() = [ px(0px(ybe)ax
m(x) = px|v(x|y)'dan drnekleme icin reddetme &rneklemesi kullanilabilir.

Ornek: Eger biitiin x € X icin pyx(y|x) < M'i saglayacak bir M varsa,
reddetme &rneklemesi bu M ile ve g(x) = px(x) ile kullanilabilir:

1. X"~ q(-) ve U ~ Unif(0, 1) iiretilir,
2. Eger U < pyx(y|X")/M ise X = X’ alinir; degilse 1.'e gidilir.



Bayesci cikarim 6rnegi: Hedef yer saptamasi
Koordinatlarini saptamak istedigimiz bir hedef (source) X = (X(1), X(2)):

3

2 Q© sensor 1
1 r
=
$o . source
r N N
-1 QO sensor 2 NA
N
N\,
-2 QO sensor 3
3 .
-3 2 1 0 1 2 3
x(1)

s1, 52, s3 noktalarindaki lic sensor hedefe olan uzakliklarini dl¢iiyor:
r = [(X@) = s + (X@) - @12, i=1,2,3
Olgiimler Y = (Y1, Yo, Y3) giiriiltiilii:
Yi=r+V, Vi~N(0,0)), i=1,23.



Bayesci cikarim drnegi: Hedef yer saptamasi

Koordinatla ilgili nsel kani:
X ~N(02,02h), o2>1

Amag: Y =y = (y1, y2, y3) verildiginde E(X|Y = y)'yi hesaplamak.

m(x) 1= pxv(xly) o< px(x)py x (%) = 6(x; 02,0 k) [ [ & (vii ris 07)

i=1

7(x) px (%)

py|x(y|x)

Reddetme 6rneklemesi g(x) = px(x) alinarak yapilabilir:

~ 3
7(x) 2 1 —153 (i—n)? 1

= = iy iy =33 [ - TYY.)
a(x) pY\X(Y|X) E (i ri Uy) (2#03)3/2 € (271.0}3)3/2

O halde, M = GrozpE secilmelidir.

1
71'0;‘/’)



Hedef yer saptamasi - dagilimlar, o2 = 100, 05 =1

Likelihood term p(y1 | x)

Likelihood term p(y2 | x) Likelihood term p(y3 | x)
-6 -6

-6

5 0 5
x(2)

Prior p, (x)




Hedef yer saptamasi - reddetme drneklemesi o

2 _
ay—l

hist of 10000 rej samp
800

for E(X(1) | y) hgig‘t) of 10000 rej samp

X

for E(X(2) | y)

2:

600 600
400 400
200 200
0 0
-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
estimated values estimated values
1200 histogram of number of les out of 10000 iterations
T T T T
1000 - 4
800 [ B
600 [~ B
400 B
200 - T T 4
0 o ? T T P9 o006 b
0 5 10 15 20 25 30

number of accepted samples



Onem orneklemesi



Onem o6rneklemesi: Motivasyon

Yola ¢ikarkenki problemimiz: yaklasik hesaplamak istedigimiz beklenti degeri
7(0) = Ex(0(X) = [ o).
x
() nin Monte Carlo kestirimi
() -
7TMC 30) NZSD(X ’ X ~ T, 1_17"'7Na
icin 7w'den &rnekleme yapmamiz gerekiyor.

Bir cok durumda X ~ 7 drneklemesi cok zor, ¢cok pahali veya imkansiz olabilir.



Onem orneklemesi

Yine, 7(x) > 0 ise g(x) > 0 sartini saglayan bir yardimci dagilimimiz olsun.

w(x) ve q(x) verildiginde, 6nem fonksiyonunu tanimlayalim w : X — R

w(x) := m(x)/q(x), q(x) >0,
0 q(x) =0.

Onem &rneklemesine temel olusturan baglanti:

7(9) = Ea((X)) = /X () (x)



Onem orneklemesi

Eger g(x)'ten drnekleme yapmak kolay ise, 7()’ye yaklasmak icin Gnem
drneklemesi yapilabilir.

1. XM o xM™ Hig- q(-) drneklenir.
2. m(p)'ye su sekilde yaklasilir:

s () = % Z (XN (XD



Onem 6rneklemesi: Ornek

(X,Y) € X x Y degiskenlerinin ortak dagiliminin yogunluk fonksiyonu
px,v(x,y) olsun
px,v(x,y) = px(x)py|x(y[x)

Bazi durumlarda py(y) hesaplanmak istenebilir:

py(y) = /X Py (%, y)dx = /X px(x)pyix(yx)dx = By (pyix(v1X))

Standard Monte Carlo kestirimi:
1o :
py(y)% NZPY\X(.V|X(I))7 X(l)v"'vx(N) NPX(X)-
i=1

Onem &rneklemesi ile kestirim:

N .
1 Px x ;
pr(y) ~ 3 > 7‘7(()“"))) prix(y1X?D), XWX~ g(x).



Onem &rneklemesi: en iyi g(x)

q(x)'yu se¢me dzgiirliiglimiiz var, o halde en iyilestirmeye ¢alisalim.

Vo [mE(6)] = 3 Va W(O)R(X)

Varyansi en kiiciik yapacak g(x)

Bu tercih ile elde edilen varyans:

min Vo [m(e)] = (P ~ [r())



Oz-diizgeleyici onem &rneklemesi

7(x)

Onem drneklemesi m(x) = Z oldugunda ve sadece 7(x) bilindiginde yine

uygulanabilir.

Onem fonksiyonu
2 ) >0
q(x) =0,

Bw(x) = [ Exg at)ox = [ ”(X()Xf o) = Z..

B ()e(X) = [ T etatadk = [ T ptata)de = w02

iki ifadeyi birbirine bdlersek

E(w(X)e(X)) _ E(w(X)e(X))
Zy E(w(X))

m(p) =



Oz-diizgeleyici onem &rneklemesi

() = E(w(X)e(X)) _ E(w(X)e(X))
Z. E(w(X))

Hem pay hem payda icin ayni drnekler kullanarak nem &rneklemesi yapilabilir.

N i i
%Zi:l SO(X( ))W(X())7 X(1)7.”’X(N) ~q().
i w(X®)

Oz-diizgeleyici dnem agirliklar:

Tis() =

w(X)

w' —
Sty w(XW)

Oz-diizgeleyici 6nem Srneklemesi

1. i=1,...,Nicin; XD ~ g(-) iiretilir ve w(X") = j((;((,l)))) hesaplanir.

. .. (0 — w(X(f)) ‘
2. i=1,...,Nicin W S W) hesaplanir.

3. me(p) = Z,Nzl W(i)cp(X(i)) hesaplanir.



Oz-diizgeleyici 6nem Srneklemesi: Bayesci cikarim

Sonsal dagilim:
m(x) = px|v(xly) o< px(x)pyix(y[x)
Hesaplanmak istenen beklenti degeri

Be(Y =) = [ pxvlxly)e()ax

Oz-diizgeleyici 6nem 6rneklemesi:

1. i=1,...,Nicin; X ~ g(-) 6rneklenir ve nem agirliklar hesaplanir
W(X(i)) _ PX(X(i))PY\X(}’|X(i))
q(X®)
. I Gy _ w(X("))
2. i=1,...,Nigin; W' = S wix ) hesaplanir.

3. B(e(X)|Y =y) = 31, Wp(XD) hesaplanir.

Eger q(x) = px(x) segilirse, 6nem fonksiyonu w(x) = py|x(y|x) olur.



Bayesci cikarim 6rnegi: Hedef yer saptamasi
Koordinatlarini saptamak istedigimiz bir hedef (source) X = (X(1), X(2)):

3

2 Q© sensor 1
1 r
=
$o . source
r N N
-1 QO sensor 2 NA
N
N\,
-2 QO sensor 3
3 .
-3 2 1 0 1 2 3
x(1)

s1, 52, s3 noktalarindaki lic sensor hedefe olan uzakliklarini dl¢iiyor:
r = [(X@) = s + (X@) - @12, i=1,2,3
Olgiimler Y = (Y1, Yo, Y3) giiriiltiilii:
Yi=r+V, Vi~N(0,0)), i=1,23.



Bayesci cikarim drnegi: Hedef yer saptamasi

Koordinatla ilgili dnsel kani:
X NN(Oz,Uilz), Uf >1

Amag: Y =y = (y1, y2, y3) verildiginde px|y(x|y)'i bulmak ve E(X|Y = y)'yi
hesaplamak.

m(x) = pxiv(xly) o< px(x)py x(1x) = ¢(x; 02,0 k) [ [ #(yii ris 07)

7(x) px (x)

py|x(v|x)

Oz-diizgeleyici Gnem drneklemesi g(x) = px(x) alinarak yapilabilir:

N 3
= s = trin

w(x) =



Hedef yer saptamasi - dagilimlar, o2 = 100, 05 =1

Likelihood term p(y1 | x)

Likelihood term p(y2 | x) Likelihood term p(y3 | x)
-6 -6

-6

5 0 5
x(2)

Prior p, (x)




Hedef yer saptamasi

i 109! of 10000 imp: i { for E(X(1) | y) his%ggram of 10000 importance i i for E(X(2) | y)
600 600
500 500
400 400
300 300
200 200
100 100
0 0
0.9 -0.8 0.7 0.6 05 0.4 025 -02 015 -01 005 0 005 01 015

estimated values estimated values



Oz-diizgeleyici dnem orneklemesi: g(x)'in seciminin 6nemi
Bir bagka Bayesci ¢ikarim drnegi:
X ~ N(,02),  Yi,...,YaX =x "% Unif(x — a,x + a).
Sonsal dagilim:

1 n
(22)" H H(xfa,era) (y:)
i=1

m(x) = pxv (xly) o« ¢(x; 1, 0%)

|

px (x)
Py x(y1x)

Onciil ve sonsal dagilimlar (n =10, a =2, u =0, o> = 10):

. Py(x) L 10® Py 9= B0y (Y 19
Py(x) Py y(%Y)
0.08 * VYoo 5 . ¥ VpeaYio
4
0.06
3
0.04
2
0.02 .
0 e 0 Lx ok——¥—Liek S
20 -10 0 10 20 3 4 5 6



Oz-diizgeleyici dnem orneklemesi: g(x)'in seciminin 6nemi

Sonsal dagilim:

1 n
7(x) = pxiy (x|y) o ¢(x; p, o2 Tix—axta) (Vi
(9 = vloly) o 051 ) s TT B0
Px(x)

py|x(y1x)

Oz-diizgeleyici &nem drneklemesi E(X|Y = y)'i kestirmek icin kullanilabilir.
q(x) icin ilk secim: nciil dagihm gq(x) = ¢(x; i, o°).

Bu gecerli bir secimdir, ama a kiiciik ve o2 biiyiik ise dnem fonksiyonu
1 n
= AN, I x—a,x+a i)-
CORSCrT | LB

cogu drnek icin 0, cok az drnek icin ﬁ olacaktir. Bu da varyansin fazla

olmasina sebep olur.



Oz-diizgeleyici dnem orneklemesi: g(x)'in seciminin 6nemi

Daha akilli bir secim sonsal dagilima bakilarak yapilabilir.

Ymax = Max; ¥i V€ Ymin = Min; y; olsun.
X € (Ymax — @, Ymin+a) & x—a<yi<x+a, Vi=1...,n

Dolayisiyla, (Vmax — @, Ymin 1+ @) araliginin disinda vakit harcamamiza gerek yok.
Mantikli bir segim: g(x) = Unif(x; Ymax — @, Ymin + a).

Bu secimle

¢(X;u,02)@
w(x) = { T@arvmn—sma)? X € (Ymax = 2, Ymin + 2)

0, else



Oz-diizgeleyici dnem orneklemesi: g(x)'in seciminin 6nemi

i%gortance distribution is prior: variance: 0.00089 im%%rtance distribution is uniform: variance: 0.00002

600 600
500 500
400 400
300 300
200 200
100 100

0 0

4.6 4.65 4.7 4.75 4.8 4.85 4.7 4.71 4.72 4.73 4.74 4.75

estimated posterior mean estimated posterior mean



Markov zinciri Monte Carlo



Ayrik zamanl Markov zinciri

Baslangi¢ yogunluk/kiitle fonksiyonu ve gecis olasilik ¢ekirdegi yogunluk/kiitle
fonksiyonu sirasiyla 7(x) ve M(x'|x) olan bir Markov zinciri {X;}:>1:

p(x1:n) = n(x1)M(x2|x1) . .. M(Xn|Xxa—1)

=n(xa) [ [ M(x|xe-1)

Gegmis degerler verildiginde, Markov zincirinin n zamanindaki degeri sadece
n — 1 zamandaki degerine baglidir.

P(Xn|X1:n—1) = p(Xn|X,,7]_)
= M(Xn|Xn—1).



Degisimsiz dagilim ve duragan dagilim

X,'in marjinal dagilimini 6zyinelemeli olarak yazabiliriz
m1(x) == n(x)
m(x) = /I\/I(X|x')7r,,,1(x')dx'

Eger verilen bir 7(x) dagilim

m(x) :/M(X|X/)7r(x’)dx'

sartini saghyorsa “m(x), M'ye gore degisimsizdir’ denir ve M'nin belli sartlan
saglamasi durumunda

> m(x), M'nin tek degisimsiz dagilimidir,

> 7(x), M'nin duragan dagilimidir, yani

lim m, = m
n— oo



Metropolis-Hastings



Markov zinciri Monte Carlo

Ornekleme problemi: 7(x) dagilimindan &rnekleme yapmak.

Markov zinciri Monte Carlo (MZMC) ydntemleri, duragan dagilimi = olan bir
Markov zincirinin tasarimina dayanir.

Bu zincir yeterince uzun zaman ¢alistirildiginda (mesela bir t, zamanindan
sonra) zincirin iretilen degerlerinin X, 11, Xi, 12, ..., X7 yaklasik olarak 7'den
geldigi kabul edilir.

Bu degerler, m dagilima gore olan beklenti degerlerini hesaplamaya yarar.

T

IR

m(p) =



Metropolis-Hastings

En ¢ok kullanilan MZMC ydntemlerinden biri Metropolis-Hastings ydntemidir.

Xn—1 = x verildiginde yeni deger icin g(-|x) kosullu dagilimindan ¢ekilen bir
ornek yeni deger olarak dnerilir, bu deger belli bir olasiliga gére kabul edilir,
edilmezse eski degerde kalinir.

Xn—1 = x verildiginde,
> Yeni deger icin x’ ~ g(:|x) énerilir.
> X,'in degeri
a(x,x") = min {1, m(x)a(x|x') }
m(x)q(x’|x)

olasilikla X, = x” alinir, yoksa 6nerilen deger reddedilir ve X, = x alinir.



Metropolis-Hastings: dogruluk

Metropolis-Hastings'in gecis matrisi (cekirdegi):

M(x'|x) = q(x'|x)a(x, x") + [1 - /X q(x’\x)a(x,x’)] 8x(x).

x'te reddetme olasilig

7, M icin ayrintili denge kosulunu saglar: Herhangi A, B C X kiimeleri icin

/A/BM(X/|X)7T(X)dXdX/:/B/AM(X/\X)TF(X)dxdx’
(X ayriksa, her x, x" icin M(x'|x)7(x) = M(x|x")m(x).)

7w, M igin ayrintili denge kosulunu saglarsa,

» M tersinebilirdir ve
» 7, M'in degisimsiz dagilimidir.



Bayesci cikarim 6rnegi: Hedef yer saptamasi
Koordinatlarini saptamak istedigimiz bir hedef (source) X = (X(1), X(2)):

3

2 Q© sensor 1
1 r
=
$o . source
r N N
-1 QO sensor 2 NA
N
N\,
-2 QO sensor 3
3 .
-3 2 1 0 1 2 3
x(1)

s1, 52, s3 noktalarindaki lic sensor hedefe olan uzakliklarini dl¢iiyor:
r = [(X@) = s + (X@) - @12, i=1,2,3
Olgiimler Y = (Y1, Yo, Y3) giiriiltiilii:
Yi=r+V, Vi~N(0,0)), i=1,23.



Bayesci cikarim drnegi: Hedef yer saptamasi

Koordinatla ilgili nsel kani:
X ~N(02,02h), o2>1
Amag: Y =y = (y1, y2, y3) verildiginde px|y(x|y)'i bulmak ve E(X|Y = y)'yi

hesaplamak.

3
(x) = pxiy (x]y) o< px(X)pyix(y[x) = 6(x; 02,05 ) [ [ é(yii ris 07)

i=1

7(x) px (x)

Py x(y1x)
Metropolis-Hastings algoritmasi q(x’|x) = ¢(x’; x, 02k) alinarak yapilabilir:
q y

px(x")pyix(yIx)a(x|x) i px(xX)pyix(y|x")
px(X)py ix (v [X)a(x'[%) } - me {1’ px(X)pvix(vIx) }

a(x,x’) = min {1,



Hedef yer saptamasi - dagilimlar, o2 = 100, 05 =1

Likelihood term p(y1 | x)

Likelihood term p(y2 | x) Likelihood term p(y3 | x)
-6 -6

-6

5 0 5
x(2)

Prior p, (x)




Hedef yer saptamasi icin Metropolis-Hastings: ornekler

Samples for X(1) for X(2)

B 0 2000 4000 6000 8000 10000 4 0 2000 4000 6000 8000 10000
iterations iterations
1000 Histogram of samples for X(1) 1000 Histogram of samples for X(2)
800 800
600 600
400 400
200 200
0 0
4 2 0 2 4 6 -4 2 0 2 4 6



Hedef yer saptamasi icin Metropolis-Hastings: ilk 200 6rnek

first 200 samples



Gibbs orneklemesi



Gibbs orneklemesi

Bir diger ¢ok sik kullanilan MZMC y&ntemi de Gibbs drneklemesidir.

Uygulanmasi icin
> X = (X(1),...,X(d)) degiskeni ¢ok boyutlu olmali,

> tam kosullu 7 (-] X(1),...X(k —1),X(k +1),...,X(d)) dagilimlarindan
ornekleme yapilabilmeli.

Gibbs orneklemesi:
X1 = (X1(1),...,X1(d)) ile basla.
n=23,...igin,

k=1,...,dicin

Xo(k) ~ ([ Xa(1), . .., Xo(k — 1), Xo1(k +1),..., Xo_1(n)).



Gibbs orneklemesi: dogruluk

Gibbs drneklemesi:
X1 = (X1(1),...,X1(d)) ile basla. n=2,3,... icin,
k=1,...,digin

Xn(K) ~ 1 (1Xn (1), - o, Xn(k = 1), Xoe1(k + 1), ..., Xo_1(n)).

Bu algoritmanin déngiisiiniin k'inci adimina karsilik gelen gecis matrisi
(cekirdegi) My:
Mi(x,y) = mi(yielx=i)0x_, (y—k)

Burada x_x = (X1:k—1, Xkt+1:d) Y=k = (Y1:k—1, Yk+1:d)-
Biitiin biir dongiiye karsilik gelen gecis matrisi (gekirdegi)
M= MM ... My

Her bir My 'nin ayrintili denge kosulunu sagladigi ve 7'ye gore tersinirligi
gosterilebilir.



Sirali Monte Carlo



Biyiiyen boyutlarda sirali ¢ikarim

{Xn}n>1, her biri X'ten deger alan rassal degiskenler dizisi olsun.
Xu:n igin {mn(x1:0) }o>1 dagilim dizisi verilmis olsun.
Her biri ¢, : X" — R olan bir {¢n}s>1 fonksiyon dizisi verilsin.
Amag: Sirali ¢tkarim
o) = B [paOan)] = [ molos)nlnn)dbn, n=12....

integrallerine sirali bir sekilde nasil yaklasabiliriz?



Ornek: Sakli Markov modelleri (SMM)

SMM, biri gizli ve Markov zinciri olan, digeri gézlenen iki siirecten olusur.
{Xe € X, Y: € V>
{X¢}+>1 baslangic ve gecis yogunluklari 7(x) ve f(x|x) olan sakli Markov zinciri

X1 ~n(x),  Xe|(Xve-1 = xve—1) ~ F(-[xe-1),

{Yi}e>1, {Xe}es1'ye kosullu bagimsiz siireg:

Yel({Xi}iz1 = {xi}iz1, { Yitize = {yi}ize) ~ &(:[xt).



Ornege ornek: Hedef takip

Ve = (Ve(1), Ve(2)): t anindaki hiz vektorii

P: = (P¢(1), P:(2)): t anindaki pozisyon vektorii

X: = (V4, P:): t anindaki hiz ve pozisyon

Ye ~ N((||St = Pel|, ||S2 = Pel|, ||Ss — Pt]|),02k): 3 sensdrlerden alinan
giriiltili uzakhk Sl¢iimleri.

X: bir Markov zinciri olarak modellenebilir. Bu durumda {X;, Y;} bir SMM
olusturur.

vvyyyewy

R)ath for the target ition for 1000 time steps 140 noisy sensor measurements
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SMM: hedef sonsal dagilimlar

Ortak daglim:

n

p(xtn, yrn) = n(xa) [ [ FOxelxe-1) [T g(velxe)

t=2 t=1

Gozlemlerin marjinal (tekil) dagilim

P(}/1:n) - / p(Xl:nyyl:n)dxl:m
Xn

X1:2'NIN y1.5'e olan sonsal dagilimi:

(Xl:n,yl:n)

p
X1: in) = X p{(X1:n, Y1:
p(Xt:n|y1:n) pyin) p(x1:n, Y1:n)

Amag: mn(x1:n) = p(X1:n|y1:n) Ve Ex, [on(X1:n)] e yaklasmak.



Sirali 6nem orneklemesi



Sirali 6nem orneklemesi
Ex, [pn(X1:n)] icin 6nem Srneklemesi yapmak istiyoruz.

Bunun icin gn(x1:n)'ye ihtiyacimiz var, bu durumda agirlik fonksiyonlari

7Tn(X1:n)

Wn(Xl:n) = m

gn'yi siral olarak olusturabiliriz:

Gn(x1:n) = g1(dx1) H qi(xi|x1.i—1)

i=1
Bu durumda agirlik fonksiyonlari 6zyinelemeli olarak yazilabilir:

7Tn(X1:n)
Th—1 (Xl:n—l)qn (Xn |X1:n—1) '

Wn(Xlzn) = Wnfl(Xl:nfl)

Wn|n—1(X1:n)
Tn(X1:n) = Tn(X1:n)/ Zp ve Tn(x1:n) biliniyorsa,
wn(Xf))

W = Tl
ZI 1 W”( )



Sirali (6z-dlizgeleyici) 6nem orneklemesi

Diyelim ki 7n(x1:n) = Tn(X1:n)/Zn Ve Tn(x1:n) biliniyor.

Oz-diizgeleyici nem 6rneklemesi siral bir sekilde uygulanabilir:

» i=1,...,N icgin,

. . ()
» n=1ise X" ~ qu(-) iiretilir, wa (X)) = ”ﬂxﬁ.)) hesaplanir.
q1(Xy")

> n>2ise X ~ go(-|XY)_,) iiretilir, X = (X&) x{)
olusturulur, ve

wo(XY = w1 (XD ) Tolxwn)
: H e () g (XO X))

> Oz-diizgeleyici 6nem agirliklari: i =1,..., N icin
wn(X{'n)

wt) —
n N iy
SN wa(X{))



SMM igin sirali 6nem ornekleyicisi

Hedef dagilimlar: m,(x1:n) o< Tn(x1:n) = p(X1:n, Y1:n)
n
p(xun, yin) = n(xa)g(alxa) [ | Fxelxe-1)g(velx)
t=2
p(X1:n|y1:n) 6zyinelemeli olarak yazilabilir:
p(Xl:nyyl:n) = p(Xl:nflyyl:nfl)f(Xn|Xn71)g(yn|Xn)
gn sirali olarak gozlemlere gore ayarlanabiliir. Ornegin,

n
qn(X11n|y1:n) = q(X1|y1) H q(xtlxt—17 _yt)

t=2

- qn—l(Xl:n—l |y1:n—1)q(Xn ‘Xn—l ; _yn)
Onem agirliklari:

(o) (ol0)
Wi(X1:n) = Wp—1(X1:n—1) —— L =/OATT)
G} = s Gna) = )



Parcacik silizgeci



Agirlik bozulmasi sorunu

n arttikga ¢ok az sayida Xl(f,),'nin 6nem agirhklan W,,(X:E',),) digerlerininkine gore
cok biiyiik olacaktir.

Dolayisila, w Oz-diizgelenmis agirlikarindan cok azi 1'e yakin olacak, digerleri
0'a yaklasacaktir.

Limitte, W,Ei)'lerden bir tanesi 1, digerleri 0 olacaktir.

Bu soruna, agirlik bozulmasi sorunu denir.



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, Jg)v f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(.V|X) = ¢(y; bx, 0—}%)

pling - before weighting: t = 1
T T T T

Sequential importance
T T T

sample values

e ¢ o ©®

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, Jg)v f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(.V|X) = ¢(y; bx, 0—}%)

Sequential importance pling - after weighting, t = 1
T T T T T T T T

sample values

3 4 5 6 7 8 9 10 11
time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, Jg)v f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(.V|X) = ¢(y; bx, 0—}%)

ling - before weigh t=2
T T T T

Sequential importance
T T

sample values

I I I I I I I
4 5 6 7 8 9 10 11
time step




Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, Jg)v f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(.V|X) = ¢(y; bx, 0—}%)

Sequential importance pling - after weigh t=2
T T T T T T T

sample values

I I I I I I I
4 5 6 7 8 9 10 11
time step




Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, O—g)v f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(.V|X) = ¢(y; bx, 0—}%)

ling - before weigh t=3
T T T T

Sequential importance
T T

sample values

5 6 7 8 9 10 11
time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, O—g)v f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(.V|X) = ¢(y; bx, 0—}%)

Sequential importance pling - after weigh t=3
T T T T T T T
sl 4
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*
6L 4
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

n(x) = ¢(x;0,08), f(X'|x)=¢(x;ax,02), gly|x) = d(y;bx,0})

Sequential importance ling - before weigh t=4
T T T T T T T
8 4
6 4
¥
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o
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2Lk 4
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6L 4
I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

n(x) = ¢(x;0,08), f(X'|x)=¢(x;ax,02), gly|x) = d(y;bx,0})

Sequential importance pling - after weigh t=4
T T T T T T T
8 4
6 4
¥
¥
4+ i
*
8 2f |
S
®
>
o2
[=% | 4
£ 0
©
)
2Lk 4
4 * 4
*
~—
6L 4
I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, 0—3)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

Sequential importance pling - before weigh t=5
T T T T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, 0—3)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

Sequential importance pling - after weigh t=5
T T T T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, 03)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

- before weigh t=6
T T T

Sequential importance
T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

W(X) = ¢(X; 0, 03)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

Sequential importance pling - after weighting, t = 6
T T T T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

77(X) = ¢(X; 0, 03)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

ling - before weigh t=7
T T T

Sequential importance
T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

77(X) = ¢(X; 0, 03)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

Sequential importance pling - after weigh t=7
T T T T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

77(X) = ¢(X; 0, 03)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

pling - before weighting: t = 8
T T T

Sequential importance
T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

77(X) = ¢(X; 0, 03)7 f(XI|X) = ¢(Xl; ax, 0>2()7 g(y|X) = ¢(y; bx, 0—3)

ling - after weighting, t =8
T T T

Sequential importance
T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

n(x) = ¢(x;0,08), f(X'|x)=¢(x;ax,02), gly|x) = d(y;bx,0})

pling - before wei t=9
T T

Sequential importance
T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

n(x) = ¢(x;0,08), f(X'|x)=¢(x;ax,02), gly|x) = d(y;bx,0})

".‘g-afler‘ ighting, t=9

Sequential importance
T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

n(x) = ¢(x;0,08), f(X'|x)=¢(x;ax,02), gly|x) = d(y;bx,0})

S ial importance sampling - before weighting: t = 10
T T T T T T T T

sample values

time step



Agirlik bozulmasi sorunu: Ornek

Dogrusal Gauss sakh Markov modeli

n(x) = ¢(x;0,08), f(X'|x)=¢(x;ax,02), gly|x) = d(y;bx,0})

ling - after weighting, t = 10
T T T T

Sequential importance
T T T

sample values

time step



Yeniden 6rnekleme — Parcacik siizgeci

Agirhk bozulmasi sorununu dnlemek igin, sirali dnem 6rneklemesinin her bir
adimina yeniden 6rnekleme uygulanir.

Yeninden 6rnekleme: Agirliklari olan bir 6rnek kiimesinin, yine o kiimeden
agirliklarina dogru orantili ihtimallerle secilmis esit agirliklandirilan &rnekler

kiimesiyle degistirilmesi.

Diyelim ki n — 1 zamaninda Xl(:ln)fl, . ,Xl(:anl orneklerimiz var ve bunlarin

. . 1 N
6z-diizgelenmis agirliklar W,Ef)l, e W,Sf)1

Bu orneklerden, agirliklari olasiliklariyla N kere bagimsiz drnekler cekilir:
P(Xfll_l = X{Jr)1—1) = W,ij_)p ’7] = 17 LR N.
Artik yolumuza 1/N esit agirlikhi )?1(:1,7)71, . ,)?1(’\”/)71 ile devam ediyoruz.

Parcacik siizgeci: Sirali 6rnekleme ydntemine yeniden érnekleme adiminin
eklenmesiyle elde edilen yonteme denir.



SMM i¢in parcacik siizgeci

Hedef dagilimlar: 7,(x1:n) o Tn(x1:0) = p(X1:n, Y1:n)

POxns yin) = n(xa)g(vala) [ Fxelxe—1)g(velx)

t=2

Parcacik siizgeci:
n=1 igin;

(i) (i)

X. X

(%3 JebalXy7) )f,.()nl 1) hesaplanir.
a(X1"y1)

i=1,...,Nicin X ~ q(-|y1) &rneklenir ve W\
n=2,3,...icin,

> Yeniden Srnekleme ile )?1(:1,1)_17 R )~<1(Nn)_1 iiretilir:
P(X)_ =X ) =w2,, ij=1... N

> i=1,...,Nicin, X{) ~ qn(-\gﬂl,yn) orneklenir, Xl(',), = ()~<1(f,),_1,X,5[))
olusturulur.

> Bu pargaciklarin agirliklan
Wi o FOIX2)e(nlX:”)
(X1 X34, y)




Parcacik siizgeci

Sequential importance
T T T

ing, before weighting t = 1
T T T T

sample values

ese oo

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance sal
T T

- T ing, after weighting t = 1
T T T T

sample values

5 6 7 8 9 10
time step



Parcacik siizgeci

ing, before weighting t = 2
T T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance
T T

after weighting t = 2
T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

ing, before weighting t =3
T T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

after weightingt=3
T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

4

Sequential importance
T T T

ing, before weighting t =
T T T

sample values

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance
T

after weighting t = 4
T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

Sequential importance
T T T T

ing, before weightingt=5
T T T T

sample values
o
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance
T T

after weightingt=5
T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

6

Sequential importance
T T T T

ing, before weighting t =
T T T

sample values
o
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance
T T

after weighting t =6
T T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

7

Sequential importance
T T T T

ing, before weighting t =
T T

sample values
o
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance
T T

- T ing, after weightingt=7
T T T

sample values
n
T

5 6 7 8 9 10
time step



Parcacik siizgeci

8

Sequential importance
T T T T

ing, before weighting t =
T T

sample values
o
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance
T T

after weightingt=8
T T

sample values
n
T

5 6
time step



Parcacik siizgeci

Sequential importance
T T T T

ing, before weighting t =9
T T T

sample values

5 6
time step




Parcacik siizgeci

importance
T T

after weightingt=9
T T

sample values
n
T

5 6
time step




Parcacik siizgeci

Sequential importance
T T T T

ing - r
T

before
T T

sample values

5 6
time step



Parcacik siizgeci

importance ing - r
T T

ing, after
T T

sample values

1 2 3 4 5 6
time step

~



Yeniden ornekleme: Yol bozulmasi sorunu

Agirhk bozulmasi sorununu yeniden drnekleme ile giderilebilir.
Ancak yeniden drnekleme yol bozulmasi sorunu yaratir.

Art arda yeniden drneklemeler sebebiyle dnceki zamanlara ait parcacik sayisi
gitgide diiser.
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