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Optimizasyon

MENSIS OCTOBRIS A,MDCLXXXIV. 467
Ko¥A METHODUS PRO MAXIMIS ET 2Mi-
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gonts prG.G. L.
s

» Onceden belirlenmis kisitlar
altinda bir fonksiyonun en
blylk ya da en kiiguk
degerini bulmak.

» Bu derste problemin
dizgtince tamimli oldugunu
varsayacagiz. Yani bir
minimum (ya da
maksimum) noktasinin
oldugu problemlerle
ilgilenecegiz.

Sekil: Leibniz’in 1684 makalesi.
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Matematiksel Programlama Modeli

Genel bir optimizasyon (eniyileme) problemi su sekilde goésterilebilir:
enkicikle f(x)
oyle ki ¢i(x) =0, je&, (1)
ci(x) >0, jel.

Burada x € R" vektori ile karar degiskenleri (bilinmeyenler), f : R" — R ile amag
fonksiyonu, ¢; : R" — R, j € £ U T ile de kisitlar gosterilmistir.

Not
Bir enblylkleme problemi kolayca enkuglkleme problemine dénusttrulebilir:

max f(x) = — min{—f(x)}.
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Ornek

iki kisith bir matematiksel model su sekilde' verilmis olsun:

enklgukle f(x)
oyle ki X —x <0,
x1+x < 2.
Burada

f@) =0 =2 + (2 - 1)?

n] -l ][] e

"Nocedal, J., Wright, S. J., Numerical Optimization, 2. Basim, New York:Springer, 2006.
(Notlar1 hazirlarken bu kaynaktan sik sik yararlandim - llker)
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Ornek (devam)
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Siniflandirma

Amag fonksiyonunun, kisitlarin ve degiskenlerin 6zelliklerine gére problemleri ya da
algoritmalari siniflandirabiliriz:

» Surekli (continuous) ya da kesikli (discrete) optimizasyon

» Kisith (constrained) ya da kisitsiz (unconstrained) optimizasyon
» Global ve lokal optimizasyon.

» Rassal (stochastic) ve belirli (deterministic) optimizasyon.
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Kesikli ve Siirekli Optimizasyon

asl S

optimal ¢6zim

optimal stirekli ¢6zim

yuvarlanan ¢ozim
| , o S
0 05 15 25 3 35 4

max{x; +5x : x1 +10x <20, x; <2, x1 >0, x2 >0, x1,x2 € Z}.
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Kesikli ve Surekli Optimizasyon (devam)

4

a5l %) yuvarlanan ¢dzimler
olurlu degil

3l

25t

strekli ¢6zum
alant

IIlaX{XQ x4 < 1/2, X +x < 7/27 x| > 0, X2 20, X1,X2 € Z}
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-
Digblkey Kiime

Tanim

S € R" kiimesinin digbukey (convex) olmasi i¢in S kiimesinden herhangi iki noktayi
birlegtiren dogru pargasinin tamaminin S kiimesinde olmasi gerekir. Matematiksel
olarak gosterirsek, her x,y € S ¢ifti ve tim « € [0, 1] deg@erleri igin

ax+ (1—a)yes

olmalidir.

Disbiikey kiime Disbiikey olmayan kiime
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|
Digblkey Fonksiyon

Tanim

f(-) ile gbsterilen bir fonksiyonun digbikey olmasi igin tanim kimesinin disblkey
olmasi ve bu kimeden segilen herhangi x, y ¢ifti i¢in £(-) grafiginin (x,f(x)) ve (y,f(»))
noktalarini birlestiren dogru parcasinin altinda kalmasi gerekir. Matematiksel olarak
ifade edersek, her x,y ve tim « € [0, 1] degerleri icin

flox+ (1 —a)y) < of (x) + (1 = a)f (y)

esitsizligi saglanmalidir.
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|
Digblkeylik Hakkinda

» Bir f(-) fonksiyonunun icbikey (concave) olmasi, —f(-) fonksiyonunun digbiikey
oldugunu gésterir.

» DigbUkey bir fonksiyon ile yazilan kisitsiz problemlerde lokal minimum noktasi,
global minimum noktasi olur.

» Eger bir kisit < seklinde bir esitsizlikse ve digbikey fonksiyonlar ile
olusturulmussa, ortaya ¢ikan olurlu alan da disbikey bir kiimedir.

» Kabaca sdylemek gerekirse, pek ¢ok durumda digblkey fonksiyonlar ile
¢ahsildiginda minimum noktasini belirlemek igin kullanilan gerek sartlar ayni
zamanda yeter sartlar olurlar.

» Digbiikey fonksiyonlar, lokal olarak daha karmasik ve digblkey olmayan
fonksiyonlarin yaklasik gésteriminde kullanilirlar.
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Digblkeylik Hakkinda (devam)

En basta (1) ile gbsterdigimiz matematiksel
programlama modelinde

» amag fonksiyonu f(-) digbukeyse,
» esitlik ¢;(+),j € € kisitlarn dogrusalsa,

» ve esitsizlik fonksiyonlari ¢;(-),j € 7
icblkeyse,

elde edilen model disblkey optimizasyon
modeli olur.
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Kisitsiz Optimizasyon

Kisitsiz optimizasyon problemlerinde esitlikler ve esitsizlikler yoktur. Yani (1) modelinde
T = & = § olarak alinir. Bu durumda model kisaca

min  f(x)

xER?
olarak yazilabilir.
Tanim
» Eger tim x degerleri icin f(x*) < f(x) esitsizligi saglanirsa, x* noktasi global
minimum noktasidir.

» Eger x™ noktasinin AV ile gésterilen komsulugunda tim x € A igin f(x™) < f(x)
esitsizligi saglanirsa, x* noktasi lokal minimum noktasidir.

» Eger x* noktasinin A ile gosterilen komsulugunda tim x € A/ ve x # x* igin
F(x*) < f(x) esitsizligi saglanirsa, x* noktasi kati (strict) lokal minimum noktasidir.

» Eger x* noktasi N ile gdsterilen komsulugundaki tek lokal minumum noktasi ise,
x* noktasi ayrik (isolated) lokal minimum noktasidir.
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Kisitsiz Optimizasyon (devam)

10 f(x)=x* cos(1/x)+2 x*, (0)=0

15

= 4

051 -

o 4
Il Il Il Il Il Il Il Il Il

-1 08 06 0.4 -02 0 02 04 06 08 1

x x10°

Sekil: x* = 0 noktasi kati ama ayrik olmayan bir lokal minimum.
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Cok Boyutlu Uzay

Vektorlerle calisan ve bir gergek sayi dondiren fonksiyonlar f : R" — R seklinde
gbsterilir. Birinci tlrevi elde etmek igin n boyutun her birine gére kismi tirev alinarak
gradyant (gradient) vektdrl elde edilir:

of (x)
Ox|
o (%)
Oxy

Vf(x) =

of(x)
Oxy

ikinci tlrevleri ise Hesyan (Hessian) matrisini verecektir:

() () % (x)
Ox% Ox) Oxy ce Ox1 Oxy
% (x) 82f<2x) % (x)
Oxp0x1 Ox e OxpOxp
Vf(x) = :
Prx) () O (x)
Ox,0x| OxpOxy e 8);3,

Gorilduga tzere VF : R" — R" ve V*f : R" — R"*" fonksiyonlarini elde ediyoruz.
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Taylor Teoremi
Kisitsiz optimizasyondaki gerek ve yeter sartlari ispatlamak icin Taylor teoremini
kullanmak yeterlidir.

Teorem

Sdrekli tirevlenebilir bir fonksiyonu f : R" — R ile gdsterelim. Herhangi bir p € R"
vektord igin
flx+p) =fx)+ Vf(x+p)'p 2

esitligini saglayan en az bir ¢ € (0, 1) degeri vardir. Eger f(-) fonksiyonu iki kez
tirevlenebilir ise, benzer sekilde

1
fla+p) =f() + V@) Tp+ 3"V f (x + p)p 3
esitligini saglayan en az bir ¢ € (0, 1) degeri bulunabilir. Bu esitlik ayni zamanda
1
fla+p) =£) + V)P + 5"V (0)p + o(lp]) @)

olarak da yazilabilir.
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-
Gerek Sartlar

Teorem (Birinci Dereceden Gerek Sartlar)

Eger x* € R” bir lokal minimum ve Vf(-) fonksiyonu x* noktasinin agik komsulugunda
slrekli ise, Vf(x*) = 0 esitligi saglanir.

Burada Vf(x*) = 0 esitligini saglayan x* noktasina kararli (stationary) nokta denir.

Teorem (ikinci Dereceden Gerek Sartlar)

Eger x* € R" bir lokal minimum ve V() fonksiyonu x* noktasinin acik komsulugunda
siirekli ise, Vf(x*) = 0 esitligi saglanir ve V*f(x*) matrisi pozitif yari belirli (positive
semi-definite) olur. Yani, tim p € R" vektorleri igin

PV )p >0

esitsizligini saglar.
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Gerek Sartlar (devam)

(%= (x,m1)7 (-0 (x,71

.
7

S

Sekil: Her iki durumda da birinci dereceden gerek sartlar gecerliyken, ikinci dereceden gerek
sartlar sadece ilk durumda saglanir.
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Yeter Sartlar

Teorem (ikinci Dereceden Yeter Sartlar)

Eger V2f(-) fonksiyonu x* noktasinin acik komsulugunda siirekliyse, V£ (x*) = 0 esitligi
saglanirsa ve Vf(x*) matrisi pozitif belirli (positive definite)? ise, x* noktasi kati lokal
minimumdur.

Teorem

Eger f(-) fonksiyonu digbliikey ise, herhangi bir lokal minimum noktasi global
minimumdur. DigbUkey fonksiyon ayrica tirevlenebilir ise herhangi bir kararli nokta
global minimum olur.

2Tum p € R" vektorleri igin pT V2f(x*)p > 0, p # 0.
G
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Yeter Sartlar (devam)
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Kisitsiz Optimizasyon Algoritmalari

v

Bu algoritmalarda bir dizi adim hesaplanir: xo, xi, x2, . . . .

» Cogu zaman baglangig noktasi xo kullanici tarafindan belirlenir.

Her adimda algoritma f(-), V£(-) ya da V2f(.) fonksiyonlarini kullanir.

Pek ¢ok algoritmada {f(x;) }7=, dizisi monoton olarak azalir. Ancak monoton
olmayan algoritmalar da mevcuttur.

Kisitsiz optimizasyon igin iki temel strateji vardir: dogru arama (line search) ve
glven bdlgesi (trust region).

v

v

v
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Kisitsiz Optimizasyon Algoritmalari (devam)

» Dogru Arama: Algoritmanin k adiminda px yonii segilir ve o yénde arama yapillir.
Bu durumda temel mesele adim buyUkligu (step length) « degerini belirlemektir.
Adim blyUkligi yapay 6grenme camiasinda 6grenme hizi (learning rate) olarak
da bilinir.

» Gulven Bélgesi: Her k adiminda, asil fonksiyon f(-) yerine bir lokal model
fonksiyon m;(-) olugturulur ve bu fonksiyonun minimumu hesaplanir. Model
fonksiyonu lokal oldugu i¢in minimumu sadece x; ¢evresinde belirlenen bir giiven
bélgesi icinde aranir. Ornegin

min {m;(x; +p) : |lpll. < A}. ®)
PER
Burada A > 0 gliven bélgesinin yaricapidir. Eger bu problemin ¢dziimiyle elde

edilen sonug asil fonksiyonda istenen azaltmay| saglamazsa yarigap kacultalir.
Genelde m;(-) karesel (quadratic) bir fonksiyon olarak alinir:

s+ p) = () + pTVS(5) + 39 Bp. ©)
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Kisitsiz Optimizasyon Algoritmalari (devam)
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Dogru Arama Algoritmalari

Taylor teoremini kullanirsak
f(i + ap) = f(xi) + apTVf (xi) + 0(a’)
N—_——
<0

esitligini elde ederiz. Buna goére p ve —Vf(x;) arasindaki 0 agisi 7/2 degerinden kigik
olmali ki
pTVf(xi) = |Ipll[[Vf (xi)|| cos & < 0 @)

saglansin. Boyle bir p vektoriine inis yoni (descent direction) denir. Bu yénde atilacak
ufak bir adim ile fonksiyonun degeri disurtlebilir. Dogal olarak en fazla duglisu verecek
p vektdériini bulmak isteriz:

: T A —
min {p"Vf(x) ¢ [pl = 1}.
Bu problemin optimal ¢ézim (7) sayesinde

_ —=Vf(x)
Pl

olarak elde edilir.
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Dogru Arama Algoritmalari (devam)

» En dik inis (steepest descent) algoritmasi ya da diger adiyla gradyant ya da bayir
inis (gradient descent) algoritmasi p; = —Vf(x;) yénunu kullanir.

» Newton algoritmasi ise amag fonksiyonunun ikinci dereceden Taylor serisi
acihmini kullanarak karesel bir fonksiyon ile yakinsama yapar:

F05 4 p) % £() 4+ PTVF () + 39TV (ap = i)

Elde edilen m;(-) fonksiyonun minimumu basitce tlrevi alinarak hesaplanir. Eger
V3 (x;) matrisinin tersi varsa, optimal yén

—1
pi = —Vflx) Vf(x)
olarak bulunur. Eger V*f(x;) matrisi pozitif belirli ise, pY vektdri inig yonii olacaktir:

VF(x)TpY = —pr Vf(xi)pi < 0.
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Dogru Arama Algoritmalari (devam)

» Newton yoni iki agidan basa bela olabilir:
> V2f(x;) matrisinin tersi olmayabilir.
> V2f(x;) matrisi pozitif belirli olmayabilir.

» Newton algoritmasinin dezavantaji her adimda V2f(-) matrisinin hesaplanmasidir.

Not

Her adimda matrisin tersini hesaplamanin éniine gegcmek i¢in Newton-benzeri
(quasi-Newton) algoritmalar gelistirilmistir. Bu algoritmalar, gegmis adimlardaki birinci
tdrevleri kullanarak Hesyan matrisine yakin olan bir B; matrisi hesaplarlar. Hesaplama
bigimleri nedeniyle de bir sonraki adimdaki matrisin tersi (B;ll), eldeki matrisin tersi
(B ile kolayca bulunabilir.

Newton-benzeri algoritmalar igin Matematik Diinyasi’nin son sayisina bakilabilir:

Hesaplamali Tarifler I: Newton ve Benzeri Metodlar
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http://people.sabanciuniv.edu/sibirbil/MD/MD_SIB_Haziran16.html

Dogru Arama Algoritmalari (devam)

Gradyant inis
Xk+1 = Xi — Oéin(xi)
Newton-benzeri Algoritmalar

Xk+1 = Xi — oziBi_]Vf(xi)

Newton Algoritmasi

Xit1 = Xi — Oéivzf(xi)ilvf(xi)
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Guven Boélgesi Algoritmalar

Daha dnce (6) ile gdsterdigimiz model fonksiyonunda ikinci terimi almazsak, yani
B; = 0 olursa, ¢dzmemiz gereken problem

min {f(x;) + p"Vf(x;) : |lpl2 < Ai}
pER

haline gelir. Bu problemin minimum degeri kolayca

i = — A Vif (xi)

IVf ()|l
olarak bulunur. Hesaplanan bu p; vektéri en dik inig yoni ile aynidir. Glven bdlgesi
algoritmalari ile dogru arama algoritmalari arasinda bunun gibi benzerlikler halihazirda
gOsterilmigtir.

Giiven bdlgesi Newton algoritmasi B; matrisi yerine dogrudan V>f(x;) matrisini kullanr.
Burada B; matrisinin pozitif belirli olmasina ihtiya¢ yoktur.

Guven bolgesi Newton-benzeri algoritmalar ise, tahmin edilecegi Uzere, B; matrisi
yerine dnceki tlrev bilgisini kullanarak yaklasik bir Hesyan matrisi hesaplarlar.
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C6zume Yakinsama Hizlari
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UYGULAMA

Asagida verilen iki boyutlu fonksiyonu, gradyant inig algoritmasi, Newton algoritmasi ve
Newton-benzeri algoritmalar ile ¢bzelim.

Rosenbrock Fonksiyonu

min 100(x; — x1)* 4+ (1 — x1)*
xER2

Tarevleri: ( 2) ( |
—400x; (x2 — x7) — 2(1 — x;
Vf(x) = [ ) ) ] ,

2. | 800x} —400(x; —x3) +2  —400x
VI = [ —400x; 200 |-



